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Coniugio
Il complesso coniugato di z = x+ iy ∈ C e` il numero comp-
lesso, indicato con z¯, definito dalla relazione
z¯ = x− iy
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Proprieta`
1. z¯ = z per ogni z ∈ C,
2. z1 + z2 = z¯1 + z¯2 per ogni z1, z2 ∈ C,
3. z¯ = z se e solo se z ∈ R,
4. |z|2 = zz¯,
5. |z¯| = |z| per ogni z ∈ C,
6. z + z¯ = 2 Re z ,
7. z1z2 = z¯1 · z¯2 per ogni z1, z2 ∈ C,
8. z − z¯ = 2 Im z.
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Disuguaglianze triangolari
Siano z1 e z2 due numeri complessi. Allora valgono le disug-
uaglianze, dette disuguaglianze triangolari:∣∣z1 + z2∣∣ ≤ |z1|+ |z2|
| |z1| − |z2|
∣∣ ≤∣∣z1 − z2∣∣
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Esercizio
Risolviamo l’equazione
z2 + |z|2 = 1 + 2i. (Eq)
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Esercizio
Risolviamo l’equazione
z2 + |z|2 = 1 + 2i. (Eq)
Scrivendo z = x+ iy in forma algebrica (Eq) diviene:
2x2 + i2xy = 1 + 2i,
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Esercizio
Risolviamo l’equazione
z2 + |z|2 = 1 + 2i. (Eq)
Scrivendo z = x+ iy in forma algebrica (Eq) diviene:
2x2 + i2xy = 1 + 2i,
da cui si ottengono le equazioni:2x2 = 1,xy = 1,
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e da qui :
x = ± 1√
2
, y = ±√2.
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e da qui :
x = ± 1√
2
, y = ±√2.
Pertanto le soluzioni dell’equazione (Eq) sono:
z
++
=
1√
2
+ i
√
2, z−− = −
1√
2
− i√2.
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Forma trigonometrica
Poiche´ un numero complesso e` un punto del piano carte-
siano, esso puo` anche essere rappresentato in forma polare,
mediante le relazioni:
x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,
ove ρ e` il modulo e ϕ e` l’anomalia del punto z = x+ iy ∈ C,
vale a dire l’angolo formato dal raggio vettore, congiungente
l’origine con il punto z, ove si conviene di ritenere positivo
il verso antiorario
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L’anomalia e` definita dalle due relazioni:
cosϕ =
x√
x2 + y2
,
sinϕ =
y√
x2 + y2
.
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L’anomalia e` definita dalle due relazioni:
cosϕ =
x√
x2 + y2
,
sinϕ =
y√
x2 + y2
.
Si hann infinite determinazioni dell’anomalia, l’argomento
principale ϕ soddisfa le limitazioni:
−pi < ϕ ≤ pi.
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Prima formula di De Moivre
Il prodotto di due numeri complessi e` il numero complesso
che ha per modulo il prodotto dei moduli e per argomento
la somma degli argomenti.
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Prima formula di De Moivre
Il prodotto di due numeri complessi e` il numero complesso
che ha per modulo il prodotto dei moduli e per argomento
la somma degli argomenti.
z1 = ρ1 cosϕ1 + iρ1 sinϕ1, z2 = ρ2 cosϕ2 + iρ2 sinϕ2,
allora:
z1z2 = ρ1ρ2
(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
)
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Se n ∈ N ha senso considerare le potenze di z ∈ C:
zn = ρn (cos(nϕ) + i sin(nϕ))
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Se n ∈ N ha senso considerare le potenze di z ∈ C:
zn = ρn (cos(nϕ) + i sin(nϕ))
la formula vale, nel caso in cui z sia non nullo, anche per gli
interi negativi.
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Seconda formula di De Moivre
Definizione
Un numero complesso w si dice radice n-esima di z ∈ C se
wn = z.
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Un numero complesso w si dice radice n-esima di z ∈ C se
wn = z.
Ad esempio w = 2 + 3 i e` radice 2-esima di z = −5 + 12 i
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Seconda formula di De Moivre
Definizione
Un numero complesso w si dice radice n-esima di z ∈ C se
wn = z.
Ad esempio w = 2 + 3 i e` radice 2-esima di z = −5 + 12 i
Infatti
w2 = 22 + (3 i)2 + 2 · 2 · 3 i = 4− 9 + 12 i
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Teorema
Se z = ρ cosϕ+ iρ sinϕ le radici n - esime distinte di z sono:
w = n
√
ρ
(
cos
ϕ+ 2kpi
n
+ i sin
ϕ+ 2kpi
n
)
, k = 0, 1, . . . , n− 1
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Teorema
Se z = ρ cosϕ+ iρ sinϕ le radici n - esime distinte di z sono:
w = n
√
ρ
(
cos
ϕ+ 2kpi
n
+ i sin
ϕ+ 2kpi
n
)
, k = 0, 1, . . . , n− 1
Il simbolo n
√
ρ sta ad indicare la radice n-esima aritmetica
del numero non negativo ρ, mentre le scelte su k permettono
di considerare tutte le radici distinte a meno di multipli di
2pi dell’anomalia.
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Esempio
Calcoliamo le radici quadrate di z = 5− 12 i.
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Esempio
Calcoliamo le radici quadrate di z = 5− 12 i.
La seconda formula di De Moivre per n = 2 e`
w = 2
√
ρ
(
cos
ϕ+ 2kpi
2
+ i sin
ϕ+ 2kpi
2
)
, k = 0, 1
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Esempio
Calcoliamo le radici quadrate di z = 5− 12 i.
La seconda formula di De Moivre per n = 2 e`
w = 2
√
ρ
(
cos
ϕ+ 2kpi
2
+ i sin
ϕ+ 2kpi
2
)
, k = 0, 1
Per k = 0 abbiamo:
w0 = 2
√
ρ
(
cos
ϕ
2
+ i sin
ϕ
2
)
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Esempio
Calcoliamo le radici quadrate di z = 5− 12 i.
La seconda formula di De Moivre per n = 2 e`
w = 2
√
ρ
(
cos
ϕ+ 2kpi
2
+ i sin
ϕ+ 2kpi
2
)
, k = 0, 1
Per k = 0 abbiamo:
w0 = 2
√
ρ
(
cos
ϕ
2
+ i sin
ϕ
2
)
Per k = 1 abbiamo:
w1 = 2
√
ρ
(
cos
(
ϕ
2
+ pi
)
+ i sin
(
ϕ
2
+ pi
))
= −w0
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Per le radici di z = 5− 12 i (a = 5, b = −12) abbiamo
|z| =
√
a2 + b2 ⇒ |z| =
√
52 + 122 = 13
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Per le radici di z = 5− 12 i (a = 5, b = −12) abbiamo
|z| =
√
a2 + b2 ⇒ |z| =
√
52 + 122 = 13
cosϕ =
a
|z| ⇒
5
13
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Per le radici di z = 5− 12 i (a = 5, b = −12) abbiamo
|z| =
√
a2 + b2 ⇒ |z| =
√
52 + 122 = 13
cosϕ =
a
|z| ⇒
5
13
sinϕ =
b
|z| ⇒ −
12
13
Il problema e`: dalle relazioni
cosϕ =
5
13
, sinϕ = −12
13
come faccio a trovare
cos
ϕ
2
, sin
ϕ
2
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La via di uscita sta in due formule di goniometria
sin
ϕ
2
= ±
√
1− cosϕ
2
cos
ϕ
2
= ±
√
1 + cosϕ
2
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La via di uscita sta in due formule di goniometria
sin
ϕ
2
= ±
√
1− cosϕ
2
cos
ϕ
2
= ±
√
1 + cosϕ
2
± significa che bisogna capire in quale quadrante si sta.
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La via di uscita sta in due formule di goniometria
sin
ϕ
2
= ±
√
1− cosϕ
2
cos
ϕ
2
= ±
√
1 + cosϕ
2
± significa che bisogna capire in quale quadrante si sta.
Nel caso di specie sinϕ < 0, cosϕ > 0 quindi ϕ e` nel quarto
quadrante dobbiamo capire dove sta ϕ/2
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La via di uscita sta in due formule di goniometria
sin
ϕ
2
= ±
√
1− cosϕ
2
cos
ϕ
2
= ±
√
1 + cosϕ
2
± significa che bisogna capire in quale quadrante si sta.
Nel caso di specie sinϕ < 0, cosϕ > 0 quindi ϕ e` nel quarto
quadrante dobbiamo capire dove sta ϕ/2
ϕ ∈ IVq ⇐⇒
3
2
pi < ϕ < 2pi ⇒ 3
4
pi <
ϕ
2
< pi ⇐⇒ ϕ
2
∈ IIq
quindi ϕ/2 sta nel secondo quadrante, seno positivo e coseno
negativo
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sin
ϕ
2
=
√
1− cosϕ
2
=
√
1− 5
13
2
=
2√
13
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sin
ϕ
2
=
√
1− cosϕ
2
=
√
1− 5
13
2
=
2√
13
cos
ϕ
2
= −
√
1 + cosϕ
2
= −
√
1 + 5
13
2
= − 3√
13
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sin
ϕ
2
=
√
1− cosϕ
2
=
√
1− 5
13
2
=
2√
13
cos
ϕ
2
= −
√
1 + cosϕ
2
= −
√
1 + 5
13
2
= − 3√
13
Finalmente:
w0 =
√
13
(
− 3√
13
+ i
2√
13
)
= −3 + 2 i
